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CALCUL APPROCHE D’INTEGRALES

b
On souhaite calculer une valeur approchée de / f, ot f est une fonction continue (ou continue par morceaux)
a
sur le segment [a, b].

Les deux méthodes que nous allons voir utilisent le principe suivant :

— On découpe [a,b] en n intervalles de longueur h = =2,

On pose donc ag =a,a1 =a+h,...,a;, =a+i X h,...ap =a+nxh=2»

b n—1 ra;4q
— D’apres la relation de Chasles, / f= Z / f
@ i=0 v %

— On approche f sur chacun des segments [a;, a;+1] par une fonction g; telle que le calcul de [**" g; est aisé.

a;

I. Méthode des rectangles

1) Principe
— Sur chacun des intervalles [a;, a;+1], on approche la fonction f par la fonction constante égale a f(a;).

Qi41
— / f peut étre approchée par (a;+1 — a;)f(a;) i.e par h x f(a;) (aire du rectangle de base h et de hauteur
a;

f(ai)).
n—1
— En sommant, on obtient h Z f(ay).
i=0

N

2) Convergence

b—a = b—a b
Théoréme : Si f est continue par morceauz sur le segment [a,b], alors lim E f <a + 14 X ) = / f
n—-+oo n n a

=0
3) Implémentation

def rectangles(f,a,b,n):
r = 0 # somme des aires des rectangles
h = (b-a)/n # pas
for i in range(n):
r=r +h* f(a + i*h)
return r

II. Méthode des trapezes

1) Principe

— Sur chacun des intervalles [a;, a;+1], on approche la fonction f par une fonction affine g; coincidant avec f en
a; et en a;y1.

Qi41
— / f peut étre approchée par h x % (aire du trapéze de hauteur h et de bases f(a;) et f(ait1))-
a;

n—1
— En sommant, on obtient A Z M.

, 2
=0
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~T

2) Convergence

n—1 n—1
; fla;) et T,, = b ; a f(as) +2f(ai+1)_ Alors T, = R, + b2—na () F(a).

=0

b—a

n

Posons R,, =
b b

Comme lim R, = fyonaaussi lim T, = f.
n——+oo a n——+oo a

3) Implémentation

def trapezes(f,a,b,n):
t = 0 # somme des aires des rectangles
h = (b-a)/n # pas
for i in range(n):
t =t +hx*x (f(ati*h) + f(a+(i+1)*h))/2
return t

III. Comparaison des deux méthodes

1) Majoration de erreur

On peut démontrer les résultats suivants (qui ne sont pas & connaitre par cceur!) :

Théoréme :

b 2
h—
— Si f est de classe C' sur [a,b], alors / f@®)dt — R, | < (27(1)M1 ou My = sup |f’|
a n [awb]
’ (b—a)®
— Si f est de classe C* sur [a,b], alors : / f@)dt —T,| < WMQ ou My = sup |f”|
a n [a,b]

La méthode des trapézes converge donc plus rapidement que la méthode des rectangles en général.
2) Exemples

cos entre 0 et pi/2 sin(x”™2) entre 0 et 2pi
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